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Préliminaires.

[1] Soit un céne du second degré ayant son sommet au
centre d'une sphére. La courbe d'intersection de ces deux
surfaces est, comme on sait, une ligne de courbure du
cOne, parce qu'elle est partout normale i ses deux arétes,
qui sont aussi des lignes de courbure. '

Cette ligne est 'ensemble de deux courbes fermées , pro-
venant de la pénétration de la sphére par les deux nappes
du cbne. Ces deux courbes sont évidemment symétriques
par rapport aux trois plans principaux du c6éne, de méme
que le cone lui-méme est symétrique par rapport a chacun

(‘.) Cet écrit fait suite & un Mémoire sur les Proprietes Genérales des Cones
du Second Degré, dont I'Académie a ordonné l'insertion dans le Recueil
de ses Mémoires, et dont la lecture est indispensable pour I'intelligence de
celui-ci.
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Les deux lignes focales du cone perceront '’hémisphére
sur lequel se trouve l'ellipse sphérique que nous considérons,
en deux points que I'on peut appeler les foyers de lellipse,
a cause de la ressemblance qui a lieu entre leurs propriétés
que nous allons démontrer, et celles des foyers des ellipses
planes. '

Enfin les deux plans cycligues du cdne couperontle méme
hémisphére suivant deux demi- grands cercles qui auront
pour diamétre commun le grand axe du cdne; ce grand axe
est compris dans le plan du grand arc-diamétre de Vellipse;
et ces deux demi-grands cercles sont perpendiculaires au
plus petit arc-diamétre et ne rencontrent jamais l'ellipse.
Appelons ces deux arcs,, pour indiquer leur origine, arcs
cycliques de Vellipse sphérique.

[3] Maintenant soit mené le plan de la petite section du
cone. Il est clair que ce plan partagera en deux parties
égales, et placées symétriquement par rapport & ce plan,
lintersection compléte du céne et de la sphére.

Considérons la partie de cette intersection comprise d'un
méme c6té de ce plan. Elle sera composée de deux branches
qui seront des moitiés des deux ellipses sphériques. Ces deux
branches , symétriques par rapport au plan diamétral perpen-
diculaire 4 J'axe principal du céne, et qui s'éloignent de ce
plan a partir de leurs sommets , forment une courbe qu’on
peut appeler hyperbole sphérigue. Son centre est le point
ot le grand axe du cdne perce I'hémisphére sur lequel est
la courbe; ses deux foyers sont les points ou les deux li--
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gnes focales du céne percent cet hémisphére; ces foyers
se trouvent sur I'arc de grand cercle qui joint les deux seuls
sommets de la courbe.

Enfin les deux plans cycliques du c6ne coupent ’hémis-
phére suivant deux demi-grands cercles qui passent par le
centre de I'hyperbole, et font des angles égaux avec l'arc
qui joint ses deux foyers; ce sont les deux arcs cycliques
de 'hyperbole.

[4} Considérons enfin 'hémisphére situé d’un cété du
plan de la grande section du cdne, lequel plan comprend
les deux lignes focales.

On aura sur cet hémisphére deux moitiés des deux ellipses
sphériques; ces deux courbes se présentent leur concavité
et se rapprochent du plan principal du céne & partir de
leurs sommets.

L’ensemble de ces deux branches forme une troisiéme
espéce de courbe sphérique. Cette courbe a un centre qui
est le point d'intersection de la sphére par le petit axe
principal du cdne; quatre foyers qui sont dans le plan de
la grande section du cdne, et deux arcs cycligues qui sont
situés entre les deux branches de la courbe, et perpendi-
culaires a l'arc de grand cercle qui joint ses deux sommets.

Les trois courbes que nous venons de considérer sont des
portions d’'une méme courbe, qui est I'intersection compléte
de la sphére par un céne du second degré, ayant son som-
met au centre de la sphére. On peut donc les désigner par
le nom commun de conique sphérique.
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[5] Les conigues sphériques jouissent d'un grand nom-
bre de propriétés, dont la plupart sont trés-remarquables.

On congoit que toutes ces propriétés sont doubles , c'est-
a-dire qu'd chaque proposition relative aux coniques sphé-
riques , correspond toujours une seconde proposition relative
4 ces mémes courbes.

Cela résulte de ce que les propriétés des cones du se-
cond degré sont doubles, ainsi que nous I'avons démontré
(Mémoire cité).

Mais on démontre aussi ce principe général en remar-
quant qu'a une figure quelconque tracée sur la sphére,
correspond toujours une seconde figure, qui est I'enve-
loppe des arcs de grands cercles, dont les plans sont per-
pendiculaires aux rayons de la sphére, menés aux diffé-
rens points de la premiére figure; 3 une propriété de la
premiére figure, répond donc toujours une propriété de la
seconde figure; mais, si la premiére figure est une conigue ,
la seconde sera aussi une conigue provenant de lintersec-
tion de la sphére par le cone supplémentaire de celui sur
lequel se trouve la premiére conique; ce qui démontre le
principe énoncé.

On pourrait dire que les deux coniques sont supplé-
~ mentaires , de méme que les deux cones ; les arcs cycliques
de l'une sont dans les plans diamétraux perpendiculaires
aux diamétres de la sphére menés par les foyers de l'autre.

[6] Parmi les nombreuses propriétés des coniques sphéri-
ques, il en est deux qui ont déja été données par M.
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Magnus, de Berlin (voyez Annales de Mathématiques ,
aolt 1825); ce sont ces deux-ci :

« La somme ou la différence des deux rayons vecteurs
» menés des deux foyers d’une conique sphérique A un
» quelconque de ses points, est constante;

» Les deux rayons vecteurs menés & un point de la co-
» nique font des angles égaux avec l'arc de grand cercle
» tangent & la courbe en ce point. »

[7] On voit sur-le-champ que, par la considération de
la conique supplémentaire dont nous venons de démontrer
les propriéiés, on aurait pu conclure immédiatement de ces
deux propositions les suivantes, qui nous paraissent offrir
le méme degré d'intérét :

« Dans toute conique sphérique il existe deux arcs de
» grands cercles tels que la somme ou la différence des an-
» gles que chaque arc de grand cercle tangent 4 la conique
» fait avec eux est constante;

» Chaque arc de grand cercle tangent 4 la conique, et
» compris entre ces deux arcs fixes, est divisé en son mi-
» lieu par son point de contact avec la conique. »

La premiére de ces deux propositions fait voir que :

« L'enveloppe des bases de tous les triangles sphériques,
» qui ont Pangle au sommet commun et méme surface, est
» une conique sphérique. »

[8] Ce dernier énoncé et la proposition précédente
offrent une analogie parfaite avec ces deux propriétés con-
nues de I'hyperbole, s;avoir :
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« L’enveloppe des bases de tous les triangles qui ont
» l'angle au sommet commun et méme surface est une hy-
» perbole.

» Toute tangente 4 hyperbole a sa partie comprise entre
» les deux asymptotes divisée en son milieu par son point
» de contact avec la courbe. » e

Nous trouverons la méme analogie entre plusieurs au-
tres propriétés des coniques sphériques et celles de I’hyper-
bole; de sorte que les arcs cycliques des coniques sphéri-
ques jouent le méme réle que les asymptotes de I'hyperbole.

Quant aux deux théorémes de M. Magnus , leur res-
semblance avec les propriétés connues des foyers des coni-
ques planes est frappante; il en est de méme de toutes les
autres propriétés des foyers de ces courbes.

Nous faisons voir en effet , dans le dernier paragraphe de
ce Mémoire , comment les propriétés des foyers des coni-
ques planes, et celles des asymptotes de I'hyperbole, peu-
vent étre considérées comme des conséquences de celles que
nous démontrons sur les foyers et sur les arcs cycliques
des coniques sphériques.

Mais, ces propriétés des foyers des coniques sphériques
s’appliquant 4 toutes les coniques planes, il est naturel de
penser que celles des arcs cycliques doivent pareillement
avoir leurs analogues dans toute conique plane ; elles mettent
donc sur la voie d’un genre nouveau de propriétés générales
des coniques planes, dont celles des asymptotes de I'hyper-
bole ne sont que des cas particuliers.
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Nous ferons de ces propriétés nouvelles des coniques pla-
nes l'objet d’un écrit particulier, parce que nous y joindrons
les propriétés analogues des surfaces du second degré.

[9] Onpeuts’étonner que I'élégance des deux propositions
de M. Magnus n’ait pas encore porté 'attention des géomé-
tres sur ce geffre de recherches, et que la théorie des coni-
ques sphériques, susceptible peut-étre de plus d’extension
que celle des coniques planes, i cause de la dualité de
toutes les propositions de géométrie sphérique, soit encore -
a créer.

Nous n’avons certes pas la prétention de présenter une
théorie de ces coniques; mais nous nous proposons seule-
ment de faire connaitre un certain nombre de celles de leurs
propriétés qui se rattachent aux foyers et aux arcs cycli-
ques, et qui résultent immédiatement de celles que nous
avons démontrées sur les cénes du second degré. Il est clair
que diverses autres propriétés connues des cnes du second
degré donneraient semblablement , et sans difficulté, des
propriétés des coniques sphériques, qui devraient trouver
place dans un traité de ces courbes.

[10] Uneellipsesphériqueetunehyperbolesphériquen’ont
chacune que deux foyers; mais une conique sphérique com-
pléte a quatre foyers, situés aux extrémités de deux diamétres
de la sphere. Dans les théorémes relatifs 4 deux foyers, il
sera toujours question dedeux foyers pris sur ces deux diamé-
tres respectivement , et non de deux foyers pris sur le méme
diamétre. Cela résulte de ce que les deux foyers devront ap-
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'partemr aux deux lignes focales du cone sur lequel est la
conique.

Mais il est plus 51mple de supposer dans tout ce qui va
suivre, que la conique est une seule ellipse , ou une seule
hyperbole sphérique, et de ne considérer sur la sphére que
'hémisphére sur lequel est cette ellipse, ou cette hyper-
bole; par-la nous éviterons toute ambiguité ; un arc de grand
cercle tangent 4 la courbe n’aura avec elle qu'un point de
contact, tandis qu’il la toucherait en deux points, si on con-
sidérait une conique compléte ; deux arcs de grands cercles
quelconques ne se couperont qu'en un point, puisquon ne
considére qu'une moitié de la sphére; par la méme raison
trois arcs de grands cercles ne se couperont deux a deux
qu'en trois points, et ne formeront qu'un triangle sphé-
rique.

Comme il ne va étre question que d’'arcs de grands cer-
cles, nous pouvons, pour plus de briéveté dans lelangage,
employer simplement le mot arc; et il sera bien entendu
que nous ne parlons que d’arcs de grands cercles. .

Nous appellerons angle sphérigue 'angle formé par deux
arcs de grands cercles ; leur point d’intersection sera le som -
met de 'angle.

Nous appellerons arc vecteur tout arc de grand cercle
mené par un foyer de la conique.

Les propriétés des coniques sphériques que nous allons
exposer étant toutes des conséquences immédiates de celles
des cones du second degré que nous avons démontrées dans

2
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le Mémoire cité, il nous suffira de les énoncer en indiquant,
pour chacune d’elles, la propriété correspondante des cones

du second degré (*).

g 1L

PROPRIETES RELATIVES AUX DEUX ARCS CYCLIQUES D'UNE CONIQUE
SPHERIQUE ; ET PROPRIETES RELATIVES A SES DEUX FOYERS.

[11] Les deux théorémes (20 a) donnent ceux-ci :

Tout arc de grand cercle tangent a
une conique sphérique, coupe les deux
arcs cycliques en deux points qui sont
également éloignés du point de contact
de cet arc tangent.

-{12] Réciproquement :

Si une courbe tracée sur une sphere
est telle que tout arc de grand cercle
tangent A cette courbe, et compris
entre deux arcs de grands cercles fixes,
soit divisé en son milieu au point ol il
touche la courbe, cette courbe est une
conique sphérique.

Les arcs vecteurs menés des deux
foyers d’une conique sphérique & un
point de cette courbe, sont également
inclinés sur I'arc de grand cercle tan-
gent en ce point 2 la conique.

Si une courbe tracée sur une sphére
est telle que les arcs de grands cercles
menés de deux points fixes & un point
quelconque de la courbe, soient éga-
lement inclinés sur I'arc de grand cer-
cle tangent 2 la courbe en ce point,
cette courbe est une conique sphérique.

Cela résulte des deux théorémes (21 a).
[13] Les deux théorémes (22 a) donnent les suivans,

(*) Cette indication se fera par des numéros de renvoi auxquels nous ajou-
terons la lettre @, pour les distinguer des numéros de ce Mémoire.
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dont les deux ( 11) ne sont que des cas particuliers :

Tout arc de grand cercle coupe une
conique sphérique en deux points qui
sont également éloignés des points ol
cet arc coupe les deux arcs cycliques
respectivement.

Les deux arcs vecteurs menés des
deux foyers d’'une conique sphérique
au point d’intersection de deux arcs
tangens & cette courbe, font respecti-
vement avec ces arcs tangens des an-
gles égaux.

{14] Les théorémes (23 a) donnent ceux-ci :

Les plans de deux arcs tangens 4 une
conique sphérique, coupent les plans
des deux arcs cycliques suivant qua-
tre droites qui sont les arétes d’un céne
de révolution dont I'axe est perpendi-
culaire au plan du grand cercle mené
par les deux points de contact des arcs
tangens.

Les plans de quatre arcs vecteurs
menés des deux foyers d’'une conique
sphérique & deux points de la courbe
sont tangens 2 un méme céne de révo-
lution dont I'axe est I'intersection des
plans des deux arcs tangens & la coni-
que en ces deux points.

[r5] Les théorémes (24 a) donnent ceux-ci :

La somme ou la différence des an-
gles que chaque arc tangent & une co-
nique sphérique fait avec les deux arcs
cycliques est constante.

La somme ou la différence des arcs
vecteurs menés des deux foyers d’'une
conique sphérique & un point quelcon-
que de la coube est constante.

[16] Les théorémes (25 a) donnent les suivans :

Tout arc de grand cercle tangent &
une conique sphérique coupe les deux
arcs cycliques en deux points, tels que
le produit des tangentes trigonométri-
ques des demi-arcs compris entre ces
points et le point d’intersection des
deux arcs cycliques est constant.

Les arcs vecteurs menés des deux
foyers d'une conique sphérique & un
point quelconque de la courbe, font
avec I'arc diamtre qui joint les deux
foyers deux angles, tels que le produit
destangentes trigonométriques de leurs
moitiés est constant.
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[19] Les théorémes (26 @) donnent ceux-ci :

Dans toute conique sphérique le
produit des sinus des arcs de grands
cercles menés d'un point de la courbe
perpendiculairement aux deux arcs
cycliques est constant.

Dans toute conique sphérique le
produit des sinis des arcs de grands
cercles menés des deux foyers perpen-
diculairement & chaque arc tangent a
la courbe est constant.

[18] Les deux théorémes (28 a , 2¢ et 1™ colonnes) don-
nent respectivement les deux suivans :

Si, ayant une conique sphérique et
ses deux arcs cycliques, on fait mou-
voir sur la sphére un arc de grand cer-
cle de 100°, de mani¢re qu'une de ses
extrémités glisse sur 'un ou l'autre des
deux arcs cycliques, pendant que I'au-
tre extrémité se meut sur la conique,
cet arc enveloppera une seconde coni-
que sphérique qui aura un double con-
tact avec la proposée, et dont les foyers
seront les extrémités des rayons de la
sphere perpendiculaires aux plans des
arcs cycliques de la conique proposée.

Si, des foyers d’une conique sphéri-
que, on abaisse des arcs perpendicu-
laires sur les arcs tangens a la courbe,
leurs points de rencontre avec ces arcs
tangens, respectivement, seront sur
une seconde conique sphérique qui
aura un double contact avec la propo-
sée, et dont les arcs cycliques seront
dans les plans perpendiculaires aux
rayons de la sphire qui passent par les
deux foyers de la conique proposée.

{1g] Les deux théorémes (31 @, a° et 1™ colonnes) don-
nent respectivement les suivans :

Si, ayant une conique sphérique et
un de ses arcs cycliques, on inscrit
entre cet arc et la courbe deux arcs de
100°, et que par leur point d'intersec-
tion on mene un autre arc, aussi de
100°, terminé 2 'arc qui joint les deux

Si, d'un foyer d’une conique sphéri-
que, on abaisse deux arcs perpendicu-
laires sur deux arcs tangens 2 la courbe,
qu'on joigne par un arc les pieds des
deux arcs perpendiculaires, I'arc mené
perpendiculairement & ce dernier par
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extrémités des deux premiers situées le point de rencontre des deux arecs
sur la conique, cette extrémité du tangens i la conique passera par le se-
troisitme arc appartiendra au second cond foyer de la courbe.

arc cyclique de la conique,

{20] Les théorémes (32 a) donnent ceux-ci :

Si deux coniques sphériques ont les Si deux coniques sphériques qui ont
mémes arcs cycliques, et quon leur mémes foyers se coupent, elles seront
mene un arc tangent 2 toutes deux, la 2 angle droit en chacun de leurs points
partie de cet arc comprise entre les d'intersection.
deux points de contact sera de 100°.

§ IIL

PROPRIETES DES CONIQUES SPHERIQUES RELATIVES A UN SEUL ARC
CYCLIQUE } ET PROPRIETES RELATIVES A UN SEUL FOYER.

ial] Si, par un point quelconque de la sphére, on méne
deux arcs de grands cercles tangens a une conique sphéri-
que, l'arc de grand cercle qui joindra les deux points de
contact pourra étre appelé larc polaire du point par rap-
port & la conique; et, réciproquement , ce point sera dit le
pble deson arc polaire. . i

Il résulte évidemment des propriétés des droites et plans
polaires des cOnes du second degré, exposées (1 a), que :

Les arcs polaires de tous les points d'un arc de grand
cercle quelconque , par rapport & une conique sphérique ,
passent tous par un méme point qui est le pble de cet
arc ; et réciproquement :
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Les poles de tous les arcs de grands cercles menés par
un méme point , pris par rapport & une conique sphéri-
que , sont tous sur un méme arc de grand cercle qui est

larc polaire du point fize.

Appelons arcs directeurs d’une conique les arcs polaires

\

de ses foyers.

[22] D'aprés cela, les deux théorémes (34 &) donnent

ceux-ci @

Dans toute conique sphérique le si-
nus de I'angle que chaque arc tangent
A la courbe fait avec un arc cyclique,
est au sinus de la distance de cet arc
* tangent au péle du plan cyclique dans
un rapport constant.

Dans toute conique sphérique lerap-
port des sinus des arcs qui mesurent
les distances de chaque point de la
courbe & un foyer et a I'arc directeur
correspondant , est constant.

[23] Les théorémes (36 ) donnent ceux-ci :

Tout arc tangent & une conique
sphérique , et 'arc mené par son point
de contact et par le pble d'un arc cy-
clique de la conique, rencontrent cet
arc cyclique en deux points distans de
100°,

Les deux arcs vecteurs menés d'un
foyer d’'une conique sphérique & un
point de la courbe et au point ol son
arc tangent en ce premier point ren-
contre l'arc directeur, sont toujours a
angle droit.

[24] Les théorémes (37 a) donnent les suivans :

Deux arcs tangens & une conique
sphérique, et l'arc qui joint leurs points
de contact avec la courbe, rencontrent
un arc cyclique en trois points, dont
le troisi¥tme est également éloigné des
deux premiers.

Les arcs vecteurs menés d’un foyer
d'une coniquea deux points de la courbe
sont également inclinés sur l'arc vec-
teur mené au point d’intersection des
deux arcs tahgens a la conique en ces
deux points,
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[25] Les théorémes (38 a) donnent ceux-ci :

Deux arcs tangens & une conique
sphérique et I'arc mené par leur point
d'intersection et par le pdle d’'un arc
cyclique rencontrent cet arc en trois
points dont le troisitme -est également
€loigné des deux premiers.

Les arcs vecteurs menés d'un foyer
d’une conique sphérique A deux points
de la courbe, sont également inclinés
sur I'arc vecteur mené au point ot 'arc
qui joint les deux points de la courbe
rencontre I'arc directeur.

[26] Les 'théorémes (39 @) donnent ces deux-ci :

L’arc mené par le péle d'un arc cy-
clique d’une conique sphérique et par
le point d'intersection de deux arcs
tangens A cette courbe, et Parc mené
par les deux points de contact de ces
arcs tangens, rencontrent le plan cy-
clique en deux points distans de 100°;

Les points oh I’arc qui joint les deux
points de contact rencontre Yarc-cy-
clique et Y'arc qui joint son pdle au
point de rencontre des deux arcs tan-
gens, sont conjugués harmoniques par
rapport aux deux points de contact.

Les deux arcs vecteurs menés d’'un
foyer d’une conique sphérique au point
d’intersection de deux arcs tangens &
la courbe et au point o1 I'arc mené par
les deux points de contact rencontre
arc directeur sont & angle droit;

Les deux arcs menés par le point de
rencontre des deux arcs tangens et
passant, le premier par le foyer de la
conique et le second par le point ou
I'arc qui joint les deux points de con-
tact rencontre l'arc directeur sont
conjugués harmoniques par rapport
aux deux arcs tangens.

[27] Les deux théorémes (40 a) donnent ceux-ci :

Si, par un point pris sur un arc cy-
clique d'une conique sphérique, on
mene deux arcs tangens A la conique,
Parc qui joindra les deux points de con-
tact rencontrera I'arc cyclique en un
point distant du premier de 100°.

Si, par un foyer d’'une conique sphé
rique , on méne un arctransversal, son
pble, par-rapport 2 la conique, serasur
I'arc directeur, et I'are mené du foyer
A ce pdle sera perpendiculaire sur I'are
transversal. .



16 SUR LES PROPRIETES GENERALES

[28] Les théorémes (41 a) donnent ceux-ci :

Quand un quadrilatere sphérique est
inscrit dans une conique sphérique,
Parc compris sur un arc cyclique de
la conique entre deux c6tés consécu-
tifs du quadrilatre est supplément
de Varc compris entre les deux autres
cbtés.

Quand un quadrilatére sphérique
est circonscrit & une conique sphéri-
que, 'angle des deux arcs vecteurs,
menés d'un foyer & deux sommets con-
sécutifs du quadrilatre est supplé-
ment de I'angle des deux arcs vecteurs
menés aux deux autres sommets.

[29] Les théorémes (42 a) donnent ceux-ci :

Si, par deurx points fixes d'une co-
nique sphérique, on méne deux arcs
qui se coupent en un troisitme point
quelconque de la courbe, le segment
qu’ils intercepteront sur un arc cy-
clique sera de grandeur constante ;

Ce segment sera de 100°, si larc
qui joint les deux points fixes passe
par le péle de I'arc cyclique.

Etant menés deux arcs fixes tan-
gens A une conique sphérique, et un
troisitme arc tangent quelconque,
qui coupera les deux premiers en deux
points, les arcs vecteurs , menés d'un
foyer de la conique 3 ces deux points,
feront entre eux un angle de gran-
deur constante.

Cet angle sera droit, si le point
d’intersection des deux arcs tangens
fixes est sur l'arc directeur correspon-
dant au foyer.

[30] Les deux théorémes (43 a) donnent les suivans :

Si, par les deux sommets, extrémi-
tés du petit arc-diamétre d’une ellipse
sphérique , on méne deux arcs qui se
coupent en un point quelconque de la
courbe, le segment compris entre ces
deux arcs sur un arc cyclique sera
de 100°.

Tout arc tangent & une conique
sphérique coupe les deux arcs tangens
A cette courbe en ses deux sommets,
extrémités de son grand arc-diamétre ,
en deux points tels que les deux arcs

“vecteurs , menés d’un foyer a ces deux

points sont & angle droit.
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[31] Les théorémes (44 a) donnent les suivans :

Si, sur un arc cyclique d'une coni-
que sphérique, on prend arbitraire-
ment un segment de grandeur donnée,
et que, par une de ses extrémités etun
point fixe de la courbe, on mitne un
arc qui rencontrera la courbe en un
second point, I'arc mené par ce second
point et par la seconde extrémité du
segment passera par un point fixe de
de la conique.

Si, autour d'un foyer d'une conique
sphérique, comme sommet, on fait
tourner un angle sphérique de gran-
deur constante, et que, par le point
ot I'un de ses c6tés rencontre un arc
fixe tangent a la courbe, on méne un
second arc tangent & la courbe, cet
arc rencontrera le second c6té de I'an-
gle en un point qui aura pour lieu géo-
métrique un arc tangent 2 la conique.

[32] Les théorémes (45 a) donnent les suivans :

Si , par un point pris arbitrairement
sur un arc cyclique d'une conique
sphérique, on mene deux arcs tangens
a la courbe, la somme des valeurs in-
verses des tangentes trigonométriques
des angles qu'ils feront avec l'arc cy-
clique sera constante.

Si, par un foyer d’une conique sphé-
rique, on méne arbitrairement un arc
qui la rencontrera en deux points, la
somme des valeurs inverses des tan-
gentes trigonométriques des arcs com-
pris entre le foyer et ces deux points,
sera constante.

s IV.

LIEUX GEOMETRIQUES RELATIFS AUX ARCS CYCLIQUES ET AUX FOYERS
DES CONIQUES SPHERIQUES.

[33] Les théorémes (46 a) donnent les suivans :

Si, autour de deux point fixes pris sur

Etant donnés deux arcs fixes et un

une sphire, on fait tourner les cdtés point sur une sphere, si, autour de ce

3
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d’un aogle sphérique de grandeur va-
riable, et tel que le segment inter-
cepté entre ses cotés sur un arc de
grand cercle donné soit d'une longueur
constante , le sommet de cet angle en-
gendrera une conique sphérique dont
I'arc fixe sera un arc cyclique, et qui
" passera par les deux points fixes.

SUR LES PROPRIETES GENERALES

peoint, comme sommet, on fait tour-
ner un angle sphérique de grandeur
constante, et qu’on joigne par un arc
les deux points ot ses c6tés rencontre-
ront respectivement les deux arcs fixes
donnés, cet arc enveloppera une co-
nique sphérique qui aura pour foyer
le point fixe, et qui sera tangente aux
deux arcs fixes.

[34) Les théorémes (47 @) donnent ceux-ci :

Si on méne deux arcs tangens a une
conique sphérique , de manitre que le
segment intercepté entre eux sur un arc
cyclique de la conique soit d’une gran-
deur constante, le point d’intersection
de ces deux arcs aura pour lieu géomé-
trique une seconde conique sphérique ;

L'arc qui joindra les deux points de
contact de ces deux arcs avec la conique
proposée , enveloppera une troisidme
conique ;

L'arc cyclique en question sera un
arc cyclique des deux nouvelles coni-
ques, et cet arc aura méme pdle par
rapport aux trois coniques.

Si , autour d'un foyer d’une conique
sphérique, comme sommet, on fait
tourner un angle de grandeur con-
stante, 'arc qui joindra les deux points
ol ses c4tés rencontreront la courbe
enveloppera une seconde conique ;

Les arcs tangens A la conique pro-
posée en ces deux points se couperont
sur une troisi¢tme coniqye ;

Le foyer en question sera aussi un
foyer des deux nouvelles coniques, et
I'arc directeur correspondant sera le
méme dans les trois coniques.

[35] Les théorémes (48 @) donnent ceux-ci :

Si, autour d’'un point fixe, pris sur
une conique sphérique, on fait tour-
ner un angle sphérique, de grandeur
variable, dont les cités interceptent

Si, autour d’un foyer d’une conique
sphérique, comme sommet, on fait
tourner un angle sphérique de gran-
deur constante, et que par les denx
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sur un arc cyclique de la courbe 'un
segment de grandeur constante, l'arc
qui joindra les deux points o les cotés
de cet angle rencontreront la conique,
enveloppera une seconde conique , qui
aura pour arc cyclique celui de la co-
nique proposée , sur lequel sont comp-
tés les segmens, et cet arc aura méme
pdle dans les deux courbes.
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points ol ses c6tés rencontrent un arc
fixe tangent A la conique , on méme
deux autres arcs tangens a cette courbe,
le point d'intersection de ces deux arcs
engendrera une seconde conique, dont
le foyer de la proposée sera aussi un
foyer; et l'arc directeur correspon-
dant sera le méme dans les deux cour-
bes. -

[36] Les théorémes (49 a) donnent ceux-ci :

Si, ayant une conique sphérique
et un arc fixe mené arbitrairement,
on mine deux arcs tangens 2 la coni-
que, de manitre que le segment in-
tercepté entre eux sur I'arc donné soit
de 100°, le point d'intersection de ces
deux arcs engendrera une seconde co-
nique qui aura pour arc cyclique I'arc
donné; : '

Cet arc aura méme péle dans les
deux coniques. '

[39] Silarc fixe estun des arcs-dia-
métres principaux de la conique, le
théoréme prend cet énonce :

Si un angle sphérique variable , cir-
conscrit & une conique sphérique, se
meut de manitre que le segment in-
tercepté entre ses cétés sur un arc-dia-
metre principal de la conique soit tou-
jours de 100°, le sommet de cet angle
engendrera un petit cercle.

Si, ayant une conique sphérique et
un point fixe pris arbitrairement sur
la sphere, on fait tourner autour de
ce point, comme sommet, un angle
sphérique droit, et qu'on joigne deux
4 deux par quatre arcs les points ol
ses cdtés rencontreront la conique, ces
quatre arcs envelopperont une seconde
conique dont le point fixe sera un foyer ;

Ce point aura méme arc polaire dans
les deux courbes.

Si le point fixe est le centre de la co-
nique, le théoréme prend cet enonce’:

. Si un angle sphérique droit tourne
autour du centre d'une conique sphé-
rique , comme sommet , l'arc qui join-
dra les points ol ses deux cotés ren-
contreront la courbe enveloppera un
petit cercle.

"Cela résulte aussi des deux théorémes (50 a).
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[38] Les deux théorémes (51 @) donnent les suivans :

Si, autour de deux points fixes d’une
conique sphérique , on fait tourner
deux arcs qui se coupent en un troi-
si¢tme point quelconque de la courbe,
ces arcs yencontreront respectivement
les deux ares cycliques de la conique
en deux points, et I'arc qui joindra
ces deux points enveloppera une coni-
* que sphérique tangente & ces deux arcs

cycliques.

Etant menés deux arcs fixes tangens
3 une coniqué sphérique , un troisitme
arc tangent quelconque les rencon-
trera en deux points, et les arcs me-
nés par ces deux points et par les deux
foyers de la conique respectivement,
se couperont en un point dont le lieu
géométrique sera une conique sphéri-
que qui passera par les deux foyers
de la proposée.

[39] Les théorémes (52 a) donnent ceux-ci :

Si, autour de deux points fixes , on
fait tourner deux arcs faisant entre
eux un angle droit , leur point d’inter-
section engendrera une conique sphé-
que qui passera par les deux points
fixes , et dont les arcs cycliques seront,
dans- les deux plans perpendiculaires
aux rayons de la sphire, menés aux
deux points fixes.

Si, entre les cétés d’un angle sphé-
rique quelconque, on fait mounvoir un
arc de 100°, dont les extrémités glis-
sent sur les cotés de cet angle, cet arc
mobile enveloppera une conique sphé-
rique tangente aux deux cétés de
Pangle, et dont les foyers seront les
extrémités des rayons de la sphére per-
pendiculaires aux plans de ces cotés.

[40] Les théorémes (53 a) donnent ceux-ci :

Etant donnés sur la sphre deux
arcs fixes, si on cherche un point tel
que le produit des sinus de ses distan-
ces aux deux arcs fixes soit constant,
ce point aura pour lieu géométrique
une conique sphérique dont les deux
arcs cycliques seront les deux arcs fixes.

Etant donnés denx points fixes sur

" la sphre, si 'on mene un arc tel que

le produit des sinus de ses distances a
ces deux points soit constant, cet arc en-
veloppera une conique sphérique qui
aura pour foyers les deux points fixes.
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{41] Les théorémes (54 a) donnent ceux-ci :

Etant donnés sur la sphére un arc
et un point, si I'on cherche un are
tel que le sinus de l'angle qu'il fera
avec l'arc donné, et le sinus de sa
distance an point donné, soient en-
tre enx dans un rapport constant, cet
arc enveloppera une conique dont I'arc
fixe sera un arc cyclique; et le point
fixe sera , par rapport 2 cette conique,
le pdle de cet arc cyclique.

Etant donnés sur la sphére un point
et un arc, si 'on cherche un point
tel que les sinus de ses distances au
point et A larc donnés soient entre
eux dans un rapport constant, ce point
aura pour lieu géométrique une coni-
que dont le point fixe sera un foyer;
et l'arc fixe sera I'arc directeur corres-
pondant A ce foyer.

[42] Si dans le second théoréme le rapport des sinus est

I'unité , on en conclut que :

La courbe sphérique dont chaque point est équidistant
d'un point et d'un arc de grand cercle est une conique qui
a pour foyer, et pour arc directeur correspondant , ce

point et cet arc.

§V.

PROBLEMES RELATIFS AUX ARCS CYCLIQUES ET AUX FOYERS DES CO-
NIQUES SPHERIQUES ; ET PROPRIETES GENERALES DES TRIANGLES
ET DES QUADRILATERES SPHERIQUES.

[43] Quand on donne un arc cycli-
que d'une conique sphérique, il ne
faut plus que trois conditions pour dé-
terminer cette courbe.

Quand on donne un foyer d'une co-
nique sphérique, il ne faut plus que
trois conditions pour déterminer cette
courbe.
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Cela résulte de.ce que nous avens dit sur les cones du

second degré (56 a).

[(44] Les théorémes (57 @) donnent ceux-ci :

Etant donnés un arc cyclique et
deux points d’'une conique sphérique ,

Le pdle de cet arc cyclique se trouve
sur 'arc qui passe par les deux points
suivans :

1* Le point qui est, par rapport
aux deux points donnés, le counjugué
harmonique de celui ol l'arc qui
joint ces deux points rencontre l'arc
cyclique donné;

av Le point de Parc cyclique qui
est distant de 100° de celui oli cet arc
rencontre I'arc qui joint les deux points
donnés.

Etant donnés un foyer et deux arcs
tangens d'une conique sphérique ,

L’arc-directeur correspondant a ce
foyer passe par le point d'intersection
des deux apcs suivans :

‘arc mené par le point d’inter-
section des deux arcs tangens donnés,
et qui est conjugué harmonique, par
rapport & ces deux arcs , de I'arc men¢
par ce point d'intersection et par le
foyer donné ; ,

2° L'arc mené par ce foyer perpen-
diculairement & ce dernier arc qui
joint ce foyer au point d'intersection
des deux arcs tangens.

[45] Les théorémes (58 a) donnent les suivans :

Etant donnés un arc cyclique et
deux arcs tangens d’'une conique sphé-
rique,

Le pdle de cet arc cyclique se trouve
sur I'arc mené par le point d’intersec-
tion des deux arcs tangens et par le
milieu de I’arc (ou de son supplément),
compris sur cet arc cyclique entre les
deux arcs tangens donnés.

Etant donnés un foyer et deux points
d’une conique sphérique,

L'arc directeur correspondant a ce
foyer passe par le point d'intersection
de I'arc qui joint les deux points don-
nés par l'arc vecteur qui divise en
deux également l'angle (ou son sup-
plément) , compris entre les deux arcs
vecteurs menés du foyer donné aux
deux points de la conique.
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[46] Les deux théorémes (44) contiennent respectivement
les solutions .des deux problémes suivans :

Probléme. — Etant donunés trois
points et un arc cyclique d'une coni-
que sphérique, déterminer le pdle de
cet arc cyclique.

Probléme.— Etant donnés trois arcs
tangens et un foyer d’'une conique
sphérique, déterminer I'arc directeur
de la conique correspondant a'ce foyer.

[47j Les deux théorémes (45) servent pareillement a ré-
soudre les deux problémes suivans, qui admettent chacun

quatre solutions :

Probléme.~Etant donnés trois arcs
tangens et un arc cyclique d'une co-
nique sphérique, déterminer le péle
de cet arc cyclique.

Probleme. — Etant donnés trois
ares-tangens et un foyer d’une coni-
que sphérique, déterminer l'arc-di-
recteur de la conique ‘correspondant
a ce foyer.

[48] Nous venons de voir (46) que :

Etant donnés un triangle sphérique
et un aro de grand cercle quelconque ,
cet arc peut étre consideré comme un
arc cyclique d'une conique sphérique
menée par les trois sommets du

triangle.

Etant donnés un triangle sphérique
et un point fixe sur la sphére , ce point
peut étre considérd comme le foyer
d’ine conique spherique tangente aux
trois cotés du triangle,

Cette remarque va nous servir pOur démontrer quelques
propriétés générales des triangles et des quadrilatéres sphé-

riques. :

[49] Les théorémes (13) conduisent, d’aprés ce que nous
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venons de dire, aux deux propriétés suivantes des triangles

sphériques :

Si I'on a un triangle sphérique et un
arc transversal, et qu’on prenne sur
chaque c6té du triangle un' point
dont la distance & une extrémité de ce
€0té soit- égale & la distance de l'autre
extrémité au point ol I'arc transver-
sal rencontre ce coté, les trois points
ainsi déterminés sur les trois c6tés du
triangle seront sur un méme arc de
grand cercle;

Cet arc et I'arc transversal donnés
seront les arcs cycliques d’une conique
circonscrite au triangle sphérique.

(50) Ce theoréme donne la solution
de ce probléme -

Probléme. — Etant donnés trois
points etun arc cyclique d’'une conique
sphérique , déterminer le second arc
cyclique de cette courbe.

Si, ayant un triangle sphérique, on
mene par un point fixe un arc & chaque
sommet du triangle, et que, par ce som-
met, on méne un second arc qui fasse,
avec l'un des cétés du triangle adja-
cens A ce sommet , un angle égal a ce-
lui que le premier arc fait avec le
second cdté, les trois arcs ainsi me-
nés passeront par un méme point;

Ce point et le point donné seront les
foyers d'une conique sphérique inscrite
dans le triangle donné.

Ce théoréme donne la solution de ce
probléme :

Probléme. — Etant donnés trois arcs
tangens et un foyer d’une comique
sphérique , déterminer le second
foyer de cette courbe. '

[561] Les théorémes (18) donnent ces deux propriétés des

triangles sphériques :

Etant donnés un triangle sphérique
et un arc transversal , si I'on prend sur
cet arc trois points distans de 100° des
trois sommets du triangle respective-
ment , et qu'on joigne ces points aux
trois sommets par trois arcs, qu'on
décrive une conique tangente A ces
trois arcs, qui ait pour foyer l'extré-

Si d'un point pris arbitrairement sur
la sphere , on abaisse trois arcs perpen-
diculaires sur les trois c6tés d'un trian-
gle sphérique, et que, par les points
de rencontre de ces arcs et de ces c6-
tés respectivement, on fasse passer
une conique sphérique, qui ait pour
arc cyclique le grand cercle situé dans
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mité du rayon de la sphére perpendi-
culaire au plan’ de Varc transversal,
que, parles sommets dutriangle donné,
on méne trois nouveaux arcs tangens
A cette conique, et qu'on prenne sur
ces arcs trois points distans de 100°
des trois sommets respectivement,
ces trois points seront sur un méme
arc de grand cercle;

Cet arc sera dans le plan perpendi-
culaire au rayon de la sphére mené au
second foyer de la conique.
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le plan perpendiculaire au rayon de
la sphere men€ au point donné, cette
conique rencontrera les trois cdtés
du triangle en trois nouveaux points
tels que les arcs menés par ces points
perpendiculairement aux trois cOtés
respectivement passeront par un méme

point;

Ce .point sera l'extrémité du rayon
perpendiculaire au plan du second arc
cyclique de la conique.

[62] Les théorémes (rg) donnent les deux propriétés
suivantes des triangles sphériques :

Un triangle et un arc de grand
cercle étant tracés sur une sphére,
si, par chaque sommet du triangle,
on mdne un arc de 100° terminé a
Iarc donné, les trois arcs ainsi menés
formeront un second triangle sphéri-
que; si, par les sommets, de ce nou-
veau triangle, on mne trois arcs de
100° terminés respectivement aux trois
cdtés opposés du premier triangle, les
extrémités de ces trois arcs appartien-
dront 3 un méme arc de grand cercle.

Si, d'un point pris sur une sphere ,
on abaisse des arcs perpendiculaires
sur les trois c6tés d’un triangle sphé-
rique, leurs pieds seront les trois som-
mets d’'un nouveau triangle inscrit au
premier ; si, des sommets de celui-ci, -
on abaisse des arcs perpendiculaires
sur les c8tés respectivement opposés
du second triangle, ces trois arcs pas-
seront par un méme point.

[53] Les deux théorémes (67 a) donnent les suivans :

Si on circonscrit & une conique splié-
rique plusieurs triangles sphériques,
et qu'on congoive autant de coniques
sphériques circonscrites & ces trian-

Si l'on inscrit dans uue conique
sphérique plusieurs triangles sphéri-
ques, et qu'on concoive autant de co-
niques sphériques inscrites dans ces

4
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gles , et ayant toutes pour arc cyclique
commun un arc tangent a la conique
proposée , toutes ces courbes passe-
ront par un méme point.

SUR LES PROPRIETES GENERALES

triangles , et ayant pour foyer commun
un point de la conique proposée,
toutes ces coniques seront tangentes
& un méme arc de grand cercle.

[54] Des deux théorémes (68 a) on conclut les suivans :

Etant donnée une conique sphéri-
que, si on lui circonscrit un triangle
sphérique quelconque, et qu'on prenne
sur un arc fixe tangent A la conique
trois points tels que les arcs menés de
ces points aux trois sommets du trian-
gle respectivement coient de 100°;
puis ; quon conguive une conique
tangente & ces trois arcs et qui ait
pour foyer l'extrémité du rayon de
la sphere perpendiculaire a I'arc fixe,
cette nouvelle conique sera tangente
aun méme arc de grand cercle, quel
que soit le triangle circonscrit A la
conique proposée.

Si, par un point fixe pris sur une
conique sphérique, on abaisse trois
arcs perpendiculaires sur les cotés
d'un triangle sphérique inscrit dans
la conique, et que par leurs pieds on
fasse passer une conique sphérique qui
ait pour arc cyclique I'arc de grand
cercle contenu dans le plan perpendi- .
culaire au rayon de la sphere qui
aboutit au point pris sur la conique
proposée , cette nouvelle conique pas-
sera par un point fixe, quel que soit
le triangle inscrit dans la proposée.

[55] Les deux théorémes (69 a) donnent les deux pro-
priétés générales snivantes des quadrilatéres sphériques :

Etant donné un quadrilatére sphé-
rique, ses cOtés, pris trois A trois,
formeront quatre triangles; si, par
les sommets de chacun de ces trian-
gles, on méne trois arcs de 100°
terminés & un méme arc de grand cer-
cle dooné, puis qu'on décrive une co-
nique tangente & ces trois arcs, et qui
ait pour foyer l'extrémité du rayon de

Etant donné un quadrilatére sphéri-
que, ses quatre sommets, pris trois &
trois, détermineront quatre triangles ;
si, d’un point fixe on abaisse des arcs
perpendiculaires sur les trois cotés de
chacun de ces triangles, et que, par
les trois points d'intersection de ces
arcs avec ces cdtés respectivement,
on fasse passer une conique sphérique
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la sphére perpendiculaire au plan
du grand cercle donné, les quatre co-
niques ainsi déterminées seront tan-
gentes 2 un méme arc de grand cercle.

27

qui ait un de ses arcs cycliques dans
le plan perpendiculaire au rayon
de la sphere qui aboutit au point fixe
donné, les quatre coniques, ainsi dé-
terminées , passeront par un méme

point.

§ VL.

DESCRIPTION ORGANIQUE DES CONIQUES SPHERIQUES.

[56] Les deux théorémes (71 a) sur la description des
cbnes du second degré donnent ces deux-ci :

Si deux angles sphériques, de gran-
deur quelconque et constante, pivo-
tent autour de deux points fixes ,
comme sommets, de manitre que
deux de leurs c6tés se coupent sur un
arc fixe donné, le point d’intersection
de leurs deux autres cdtés engendrera
une conique sphérique qui passera par
les deux sommets fixes des angles mo-
biles.

Si, sur deux arcs fixes donnés, on
fait mouvoir deux segmens de gran-
deur quelconque, mais constante , de
maniére que l'arc qui joindra deux de
leurs extrémités tourne autour d'un
point fixe, 'arc qui joindra leurs deux
autres extrémités enveloppera une co-
nique qui sera tangente aux deux aycs
fixes sur lesquels se meuyent les deux
segmens.

Le premier de ces deux théorémes est tout-a-fait semblable
a celui de Newton sur la description organique des coniques

planes.

(57) Probléme.~ Etant donnés cing
points d’une conique sphérique, déter-
miner tousles autres pointsdela courbe

Probléme; — Etant donnés cinq arcs
tangens d’une coniquesphérique, déter-
miner tous les autresarcs tangens de la
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par le mouvement de deux angles
sphériques autour de leurs sommets.

Soient A, B, C, D, E, les cing
points donnes; on prendra les deux
premiers A, B pour sommets des deux
angles mobiles , et ces deux angles se-
ront (CAB), (CBA).

Qu’on fasse tourner ces angles au-
tour de leurs sommets A, B, de ma-
niére que leurs cotes CA, CB, passent
ensemble par le point D, puis par ke
point E ; leurs deux autres cétes,
qui d’abord se confondaient suivant
Uarc AB , se couperont successivement
en deux points UV, E’,

Que le point dintersection des
deux mémes cbtes parcoure larc de
grand cercle deéterminé par les deux
points IV ,E', le point dintersection
des deux autres cdtes engendrera la
conique spherique demandee ; ce qui
résulte du théoréme ci-dessus.

courbe , par le mouvement de 2 arcs
sur a circonférences de grands cercles.

Soient A, B, C, D, E, les cing
arcs donnés ; on prendra les circon-
Jerences de grands cercles auxquelles
appartiennent les deux premiers A, B,
pour celles sur lesquelles doivent se
mouvoir les deux arcs mobiles ; le
troisiéme arc C, prolonge s'il le faut ,
rencontrera les deux premiers A, B, en
deux points , et les arcs compris entre
le point d’intersection de A et B et ces
deusx points seront les deux arcs mobiles.

Qu’on fasse marcher ces deux arcs
sur leurs circonférences, de maniére
que leurs extrémites situées sur Uarc
C viennent se placer sur l'arc D, puis
sur Uarc E ; leurs deux autres extremi.

tés qui se confondaient dabord dans

le point dintersection des deux arcs
A, B, détermineront successivement
deux arcs D', E'.

Que larc qui joint les deux mémes
extremites tourne autour du point &'in-
tersection de ces deux arcs D', E';
larc qui joindra les deux autres ex-
trémités des deux arcs mobiles enve-
loppera la conique demandée; ce qui
résulte du theoréme ci-dessus.

§ VIL

PROPRIETES DES CONIQUES PLANES DEDUITES, COMME CONSEQUENCES,
DE CELLES DES CONIQUES SPHERIQUES.

[58] Nous avons dit (8) qu’on pouvait conclure des pro-
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positions relatives aux coniques sphériques , contenues dans
ce Mémoire , un trés-grand nombre des propriétés des foyers
des comques planes, et des propriétés des asymptotes de
Ihyperbole.

11 suffit en effet de supposer que le centre de la sphére
s'éloigne 4 I'infini sur le rayon qui passe par le centre de
la conique sphérique. Cette courbe dégénérera en conique
plane, qui sera une ellipse ou une hyperbole ; et les proprié-
tés des foyers des coniques sphériques deviendront celles
des coniques planes.

Dans le cas ou la conique devient une hyperbole, les
arcs cycliques deviendront deux droites fixes menées par le
centre de la courbe; et les propriétés des arcs cycliques s’ap-
- pliqueront a ces deux droites, qu'on reconnait, i chacune
de ces propriétés , pour les asymptotes de 'hyperbole.

. [59] Nous allons énoncer les divers théorémes qu’on dé-
duit de cette maniére, des propriétés des coniques sphéri-
ques; nous indiquerons i la suite de chacun d’eux , le numéro
de celui dont il est la conséquence. Nous donnerons d’abord
ceux qui sont relatifs aux foyers, et ensnite cenx qui sont
relatifs aux asymptotes.

Ces deux classes de théorémes , qui se trouvent ainsi avoir
une origine commune , offrent un rapprochement singulier
entre les propriétés des foyers et celles des asymptotes ; pro-
priétés si différentes en elles-mémes et par les démonstrations
qu'on a coutume d’en donner. Nous établirons en traitant
des propriétés nouvelles des coniques dont nous avons
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parlé (8), les relations intimes qui ont lieu sous d’autres
rapports entre les foyers des coniques et les asymptotes de

I'hyperbole.
L

PROPRIETES GENERALES DES DEUX FOYERS ‘DES CONIQUES PLANES ,
CONSIDERES SIMULTANEMENT.

1o Les rayons vecteurs menés des deux foyers & un point
d’une conique sont également inclinés sur la tangente en ce
point (11).

2° Réciproquement : Si yne courbe est telle que les rayons
vecteurs menés de deux points fixes & chacun.de ses points
soient également inclinés sur la tangente en ce point, la -
courbe est une conique (12).

3° Les deux rayons vecteurs menés des deux foyers d'une
conique au point de rencontre de deux tangentes, font avec
ces tangentes respectivement des angles égaux (13).

4° Les quatrerayons vecteurs menés des deux foyers d’une
conique 4 deux quelconques de ses points sont tangens 4 un
méme cercle, dont le centre est le point d’intersection des
tangentes i la conique en ces deux points (14).

5° La somme ou la différence des deux 'rayons vecteurs
menés des deux foyers d’'une conique 4 chacun de ses pomts
est constante (15).

6° Le produit des tangentes trigonométriques des demi-
angles que les deux rayons vecteurs menés des deux foyers
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parlé (8), les relations intimes qui ont lieu sous d’autres
rapports entre les foyers des coniques et les asymptotes de

Phyperbole.
L

PROPRIETES GENERALES DES DEUX FOYERS 'DES CONIQUES PLANES ,
CONSIDERES SIMULTANEMENT.

10 Les rayons vecteurs menés des deux foyers 3 un point
d’une conique sont également inclinés sur la tangente en ce
point (11).

2° Réciproquement : Sx une courbe est telle que les rayons
vecteurs menés de deux points fixes 4 chacun.de ses points

soient également inclinés sur la tangente en ce point, la -

courbe est une conique (12).

3° Les deux rayons vecteurs menés des deax foyers d’une
conique au point de rencontre de deux tangentes, font avec
ces tangentes respectivement des angles égaux (13).

4° Les quatrerayons vecteurs menés des deux foyers d’une
conique i deux quelconques de ses points sont tangens & un
méme cercle, dont le centre est le point d'intersection des
tangentes  la conique en ces deux points (14).

5° La somme ou la différence des deux 'rayons vecteurs
menés des deux foyers d’une conique 4 chacun de ses pomts
est constante (15).

6° Le produit des tangentes trigonométriques des demi-
angles que les deux rayons vecteurs menés des deux foyers
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d’une conique 3 un quelconque de ses points font avec son
grand axe est constant (16).

7° Le produit des perpendiculaires abaissées des deux
foyers d’une conique sur chaque tangente i la courbe est
constant (17). .

8> Les pieds des perpendiculaires abaissées des deux foyers
d’une conique sur ses tangentes , sont sur un cercle (18).

9° Si d’un foyer d’'une conique on abaisse des perpendi-
culaires sur deux tangentes a la courbe, et qu'on joigne leurs
pieds par une droite , la perpendiculaire i cette droite menée
par le point de concours des deux tangentes , passera par le
second foyer de la courbe (19). '

10° Si deux coniques qui ont mémes foyers se coupent,
elles sont . angles droits en chacun de leurs points d'inter-
section (20).

IL.

PROPRIETES DES CONIQUES PLANES RBLATIVES A UN SEUL FOYER.

1° Le rapport des distances de chaque point d’'une coni-
que 3 un foyer et a la directrice correspondante est con-
stant (22).

20 Les rayons vecteurs menés d’un foyer d’une conique

a un point de la courbe, et au point ou la tangente en ce
premier point rencontre la directrice, sont & angle droit (23).

3° Les rayons vecteurs menés d'un foyer d’'une conique
a deux points de la courbe, sont également inclinés sur le

. )'
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rayon vecteur mené au point derencontre des deux tangentes
en ces points (24).

4° Les deux rayons vecteurs menés d’'un foyer d'une
conique 4 deux points de la courbe sont également in-
clinés sur le rayon vecteur mené au point ou la corde
qui joint les deux points de la courbe rencontre la direc-
trice (25).

5° Le rayon vecteur mené d'un foyer d'une conique au
point de rencontre de deux tangentes & la courbe, et le rayon
vecteur mené au point ou la corde qui joint les deax points
de contact rencontre la directrice sont a angle droit.

Les deux droites menées par le point de concours des deux
tangentes, et passant , la premiére par le foyer, et la seconde
par le point ou la corde qui joint les deux points de contact
rencontre la directrice, sont conjuguées harmoniques par
rapport aux deux tangentes (26).

6° Si, par lefoyer d’'une conique, on tire une transversale,
son pdle, par rapport a la courbe, sera sur la directrice, et le
rayon vecteur mené du foyer a ce pdle sera perpendiculaire
sur la transversale (27).

7° Quand un quadrilatére est circonscrit 4 une conique,
deux cétés opposés du quadrilatére sont vus d’un foyer sous
" deux angles supplément l'un de I'autre (28).

8° Etant menées deux tangentes fixes 4 une conique, la
partie d’une autre tangente mobile comprise entre ces deux
premiéres sera vue d'un foyer sous un angle de grandeur
constante.
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Cet angle sera droit, si les deux tangentes fixes ont leur
point de concours sur la directrice (29).

g° La partie d’'une tangente quelconque d'une conique
comprise entre les deux tangentes menées par les extrémités
du grand axe est vue d’un foyer sous un angle droit (3o0).

100 Etant données une conique et une de ses tangentes
fixe, si autour d’un foyer , comme sommet , on fait tourner
un angle de grandeur constante, et que par le point ot un
de ses cOtés rencontre la tangente fixe,, on méne une seconde
tangente 4 la courbe , cette seconde tangente rencontrera le
second c6té de I'angle en un point dont le lieu géométrique
sera une tangente a la conique (31).

11° Toute corde d'une conique menée par un foyer est
divisée en ce point en deux parties dont la somme des va-
leurs inverses est constante (32).

IIL.

LIEUX GEOMETRIQUES RELATIFS AUX FOYERS DES CONIQUES PLANES.

1° Si autour d’un point fixe, comme sommet, on fait
tourner un angle de grandeur constante, et qu'on joigne par
une droite les deux points ot ses cOtés rencontreront respec-
tivement deux droites fixes données , cette droite envelop-
‘pera une conique ayant pour foyer le sommet de l'angle
mobile, et qui sera tangente aux deux droites fixes (33).
2°8i, autour d'un foyer d’une conique, comme sommet,on
5
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fait tourner un angle de grandeur constante, la corde qu'il
soustendra dans la conique enveloppera une seconde co-
nique;

Les tangentes a la conique proposée aux extrémités de
cette corde se couperont en un point dont le lieu géométri-
que sera une troisiéme conique ;

Ces deux nouvelles coniques auront méme foyer, et méme
directrice correspondante que la comque proposée (34).

3° Si, autour du foyer d'une conique , comme sommet ,
on fait tourner un angle de grandeur donnée, et que par
les points oui ses c6tés rencontrent une tangente :‘1 la conique,
on méne deux nouvelles tangentes, leur point d’intersection
engendrera une seconde conique qui aura poar foyer le
sommet fixe de l'angle moblle, et pour directrice corres-
pondante celle de la conique proposée (35).

4° Si,dansle plan d’une conique, on fait tourner un angle
droit autour d’un point fixe, comme sommet, les cordes
soustendues dans la conique par les cdtés de cet angle enve-
lopperont une seconde conique ayant un de ses foyers au
point fixe, et pour directrice correspondante la polaire de
ce point par rapport i la conique proposée (36).

Si le sommet de I'angle mobile est le centre de la conique
proposée, la seconde conique sera un cercle (37).

5° Etant données une conique et deux tangentes fixes,
si on méne une troisiéme tangente quelconque, et que par
les points o elle rencontre les deux tangentes fixes , on méne
deux droites passant respectivement par les deux foyers
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de la courbe, ces deux droites se couperont en un point
dont le lieu géométrique sera une conique passant par les
deux foyers de la proposée (38).

6° Etant donnés deux points fixes, si on méne une droite
telle que le produit de ses distances aux deux points fixes
soit constant, cette droite, et toutes celles déterminées sem-
blablement , envelopperont une conique qui aura pour foyers .
les deux points fixes (4o).

7° Etant donnés un point et une droite, le lieu géomé-
trique d’un point dont les distances au point donné et 4 la
droite sont entre elles dans un rapport constant, est une
conique qui a pour foyer le point donné , et pour directrice
correspondante la droite (41).

IV.

PROBLEMES RELATIFS AUX FOYERS DES CONIQUES PLANES , ET PRO-
PRIETES GENERALES DES TRIANGLES ET DES QUADRILATERES.

1° Quand on donne un foyer d'une conique, il ‘ne faut
plus que trois conditions pour déterminer cette courbe (43).

2° Etant donnés un foyer et deux tangentes d’une coni-
que , la directrice correspondante & ce foyer passe par le
point d’intersection des deux droites suivantes :

a. La droite menée par le point d'intersection ‘des deux
tangentes données, et qui est conjuguée harmonique , par
rapport i ces deux tangentes , de la droite menée par ce point
d’intersection et par le foyer de la courbe ;
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b. La droite menée par le foyer perpendiculairement 4 la
droite qui joint ce foyer au point de concours des deux tan-
gentes données (44).

3¢ Etant donnés un foyer et deux points d’une conique,
la directrice correspondante  ce foyer passe par le point d’in-
tersection de la droite qui joint les deux points donnés par
la droite qui divise en deux également l'angle, ou son sup-
plément, compris entre les deux rayons vecteurs menés du
foyer aux deux points donnés (45).

4° Le théoréme (2°) comprend la solution de ce pro-
bléme : : ‘

Etant donnés trois tangentes et un foyer d’une conique,
déterminer la directrice correspondante & ce foyer.

5° Le théoréme (3°) sert a résoudre le probléme suivant ,
qui admet quatre solutions :

Etant donnés trois points et un foyer d’une conique, déter-
miner la directrice correspondante & ce foyer. .
6° Si, ayant mené d'un point fixe trois droites aux trois
sommets d’'un triangle, on conduit par chaque sommet une
nouvelle droite faisant avec I'un des deux cétés adjacents
a ce sommet un angle égal A celui que la premiére droite fait
avec l'autre c6té, les trois droites ainsi menées passeront par

un méme point.

Ce point et celui d'oti 'on a mené les trois premiéres droites
seront les foyers d’'une conique inscrite dans le triangle

donné (49).
7° Ce théoréme offre une solution de ce probléme :



DES CONIQUES SPHERIQUES. 39

Etant donnés trois tangentes et ua foyer d'une comque,
déterminer son second foyer.

8° Si d’'un point pris arbitrairement dans le plan d’un
triangle, on abaisse trois perpendiculaires sur ses cOtés, et
que par leurs pieds on fasse passer un cercle, les perpendi-
culaires élevées sur ces cOtés par les trois nouveaux points out
ce cercle les rencontrera, passeront par un méme point (51).

g° Si d’un point pris dans le plan d'un triangle, on abaisse
sur ses cOtés trois perpendiculaires , leurs pieds seront les
sommets d’un second triangle inscrit dans le premier; si par
les sommets de celui-ci, on, méne des droites perpendicu-
laires aux c6tés respectivement opposés du second , ces trois
droites passeront par un méme point (52).

Les pieds des perpendiculaires abaissées de ce nouveau
point sur les cotés du triangle proposé, et ceux des trois
premiéres perpendiculaires seront six points situés sur une
méme circonférence de cercle.

10° Sil'on inscrit dans uneconique plusieurs triangles, et
qu’on congoive autant de coniques inscrites dans ces trian-
- gles, et ayant toutes pour foyer commun un point pris sur
la conique proposée , toutes ces coniques seront tangentes A
une méme droite (53).

11° Sid’un point pris sur une conique, on abaisse des per-
pendiculaires sur les c6tés d’un triangle inscrit dans la co-
nique, le cercle mené par les pieds de ces perpendiculajres
passera par un point fixe, quel que soit le triangle inscrit
dans la conique (54).
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12° Les quatre sommets d'un quadrilatére, pris trois a
trois,, déterminent quatre triangles ; si d’'un point quelconque
on abaisse des perpendiculaires sur les trois ctés de chaque
triangle, et que par leurs pieds on fasse passer un cercle,
les quatre cercles ainsi déterminés passeront par un méme

point (55).
V.

PROPRIETES DES DEUX ASYMPTOTES DE L’HYPERBOLE CONSIDEREES SI-
MULTANEMENT. '

1° Toute tangente & 'hyperbole rencontre les asymptotes
en deux points qui sont également éloignés du point de
contact (11).

" 2° Réciproquement : Siune courbe est telle que chacune
de ses tangentes ait sa partie comprise entre deux droites
' fixes, divisée en son milieu par son point de contact, cette
courbe est une hyperbole dont les deux droites fixes sont
les asymptotes (12).

3> Les segmens d'une sécante quelconque, compris entre
Phyperbole et ses asymptotes , sont égaux (13).

4> Toute tangente & hyperbole rencontre les asymptotes
en deux points dont le produit des distances au centre de
la courbe est une quantité constante (16).

5° Dans tout hyperbole le produit des distance de cha-
que point dela courbe 4 ses deux asymptotes est constant (17).
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VI

PROPRIETES DE L’HYPERBOLE , RELATIVES A UNE SEULE ASYMPTOTE.

1° Deux tangentes & I'hyperbole et la droite qui joint
leurs points de contact rencontrent une asymptote en trois
points dont le troisiéme est 4 égale distance des deux pre-
miers (24). . '

2° Si, antour de deux points fixes d’une hyperbole, on fait
tourner les deux 'c6tés d’'un angle variable, dont le som-
met parcourt la courbe , le segment compris entre cet
angle sur une asymptote sera de grandeur constante (29).

3° Si, sur une asymptote d’une hyperhole, on prend arbi-
trairement un segment de grandeur donnée, et que par une
de ses extrémités et un point fixe de la courbe, on méne une
droite qui rencontrera la courbe en un second point , la droite
qui joindra ce second point 2 la seconde extrémité du seg-
ment tournera autour d’'un point fixe de 'hyperbole (31).

VIIL

LIEUX GEOMETRIQUES RELATIFS AUX ASYMPTOTES DE L’HYPERBOLE.

1° Si autour de deux points fixes on fait tourner les deux
cotés d'un angle de grandeur variable, de maniére qu'ils
interceptent sur une droite fixe un segment de grandeur
constante, le sommet de cet angle engendrera une hyper-
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bole qui passera par les deux points fixes, et qui aura pour
asymptote la droite fixe (33).

2° Si P'on circonscrit & une hyperbole un angle de gran-
deur variable dont les c6tés interceptent sur une asymptote
un segment de grandeur constante, le sommet de cet angle
aura pour lieu géométrique une seconde hyperbole ;

La corde qui joindra les deux points de contact des c6tés
de I'angle enveloppera une troisiéme hyperbole ;

Ces deux nouvelles hyperboles auront pour asymptote
celle sur laquelle sont pris les segmens interceptés entre les
cotés de P'angle mobile (34).

3e Si, autour d’un point d’'une hyperbole, comme som-
met, on fait tourner un angle de grandeur variable, qui
intercepte sur une asymptote un segment de grandeur con-
stante, la corde soustendue par cet angle enveloppera une
seconde hyperbole, ayant pour asymptote celle sur laquelle
sont pris les segmens interceptés dans I'angle mobile (35).

4° Si, autour de deux points fixes d'une hyperbole, on fait
tourner les c6tés d’'un angle variable , dont le sommet par-
court la courbe, les cOtés de cet angle rencontreront respecti-
vement les deux asymptotes en deux points,, et la droite qui
joindra ces deux points enveloppera une conique tangente
aux deux asymptotes de hyperbole (38).

5° Etant données deux droites, le point dont le pro-
duit des distances aux deux droites est constant, a pour
lieu géométrique une hyperbole dont les deux droites sont
les asymptotes (40).
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~ VIIL

LIEUX GEOMETRIQUES RELATIFS A UNE CONIQUE QUELCONQUE.

Les trois premiers des cinq théorémes précédens donnent
lieu 4 des théorémes nouveaux, au moyen de la méthode
de transformation des relations métriques , que nous avons
exposée dans un précédent Mémoire ; ces théorémes, qui
appartiennent & une conique quelconque', sont ceux-ci :

« 1° Si,autour d’un point fixe, comme sommet, on fait
‘tourner un angle de grandeur variable, et tel que le seg-
ment qu'il intercepte sur un axe fixe soit de grandeur
constante, la droite qui joindra les deux points ou les
c8tés de cet angle rencontreront respectivement deux droi-
tes données enveloppera une conique qui sera tangente
a ces deux droites, et qui passera par le sommet de I'angle
mobile;

v La tangente & la courbe en ce point sera paralléle &
» Vaxe sur lequel sont comptés les segmens. »

Cette proposition offre la solution de ce probléme :

« Etant donnés quatre tangentes d’une coniqueet le point
» de contact d’une de ces tangentes, déterminer, par le
» mouvement continu d’un segment de grandeur constante
» sur une droite fixe, toutes les tangentes de la courbe. »

« 2° Si, autour d’un point d’une conique, comme som-
» met , on fait tourner un angle de grandeur variable tel
» que le segment qu'il intercepte sur un axe fixe paralléle
» 4 la tangente en ce point soit de grandeur constante, la

6
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» corde que cet angle soustendra dans la conique envelop-
pera une seconde conique ;
» Le point d'intersection des deux tangentes a la pre-
» miére conique aux extrémités de cette corde engendrera
» une troisiéme conique;

» Ces deux nouvelles courbes toucheront la proposée au
» sommet de I'angle mobile. »

« 3° Si, autour d’un point fixe d’'une conique, comme
» sommet, on fait tourner un angle de grandeur variable
» dont les c6tés interceptent sur une paralléle & la tangente
» i la courbe en ce point un segment de grandeur constan-
» te,et que, par les points ol les cdtés de cet angle rencon-
» treront une tangente fixe i la courbe, on méne deux nou-
» velles tangentes, leur point d’intersection engendrera une
» conique qui touchera la proposée an sommet de I'angle
» mobile. »

-

IX.

PROBLEME RELATIF AUX ASYMPTOTES DE L’HYPERBOLE, ET PROPRIETES
GENERALES DES TRIANGLES.

1° Etant donnée une asymptote d’une hyperbole, il ne
faut plus que trois conditions pour déterminer la courbe (43).
2° Si l'on tire une transversale quelconque dans le plan
d'un triangle, et qu'on prenne sur chaque cété un point
qui soit distant d’'un des deux sommets situés sur ce coté
d’une quantité égale a la distance du second sommet au
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point oi la transversale rencontre ce coté, les trois points
ainsi pris seront en ligne droite (49).

3° Ce théoréme donne la solution de ce probléme :

Etant donnés trois points et une asymptote d’une hy-
perbole, trouver la seconde asymptote.

4° Si on circonscrit & une hyperbole plusieurs triangles,
et qu'on congoive autant d’hyperboles circonscrites a ces
triangles et ayant toutes pour asymptote commune une tan-
gente A I'hyperbole proposée, toutes ces courbes passeront
par un méme point (53). : '

5° Au moyen de la méthode de transformation des rela-
tions métriques dont nous avons déja fait usage (n° 8 de ce
paragraphe), le théoréme ci-dessus (2°) donne lieu & cette
autre propriété générale des triangles :

« Si, par chaque sommet d’'un triangle, on méne deux
» droites dont la premitre passe, par un point fixe don-
» né, et dont la seconde soit telle que les angles que
» ces deux droites font respectivement avec les deux cbtés

du triangle adjacens au sommet, comprennent-sur une

transversale fixe des segmens égaux, les trois droites
" ainsi déterminées passeront par un méme point. » . -

s € ¥

X.

DESCRIPTION ORGANIQUE DES CONIQUES PLANES.

Les deux théorémes (56) sur la description des coniques
sphériques donnent les deux suivans :
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1° Si deux angles de grandeur donnée tournent autour
de deux points fixes, comme sommets, de maniére que le
point de concours de deux de leurs cOdtés parcoure une
ligne droite, le point de concours de leurs deux autres
cités engendrera une conique qui passera par les deux
points fixes.

2° Si, sur deux droites fixes, on fait mouvoir deux
segmens de grandeur donnée, de maniére que deux de
leurs extrémités soient toujours en ligne droite avec un
point fixe, la droite qui joindra leurs deux autres extré-
mités enveloppera une conique qui sera tangente aux deux
droites fixes.

Le premier de ces deux théorémes est celui de Newton,
et sert & décrire les coniques par points; le second, qui
est nouveau, offre une construction trés-facile des tan-
gentes des coniques; ce que nous allons voir en résolvant
le probléme suivant :

3° Probléme. — Etant données cinq tangentes d'une
conique, déterminer. toutes ses autres tangentes par le
mouvement de deux segmens rectilignes sur deux droites
fixes.

Soient A, B, C, D, E, les cinq droites données; on
prendra les deux premiéres A, B, pour les deux droites
fixes sur lesquelles doivent se mouvoir les deux segmens,
et on prendra pour ces segmens les distances du point de
concours de ces deux droites 4 leurs points d'intersection
par la troisiéme droite C.
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On fera mouvoir ces deux segmens sur les deux droites
A, B, respectivement ; de maniére que leurs extrémités si-
tuées sur la droite G viennent se placer sur la droite D,
- puis sur ladroite E ; leurs deux autres extrémités qui d’abord
se confondaient dans le point d'intersection des denx droites
A, B, détermineront successivement deux -droites I’ E’.

Que les deux segmens se meuvent de maniére que ces
deux mémes extrémités soient toujours en ligne droite avec
le point d'intersection des deux droites D', E’; la droite
qui joindra les deux autres extrémités des deux segmens
prendra toutes les positions des tangentes A la conique de-
mandée : ce qui résulte du second théoréme ci-dessus.

4° Nous n’avons pas besoin d’énoncer la construction
par laquelle, en vertu du théoréme de Newton, on dé-
termine les points d’'une conique assujettie 3 passer par
cinq points donnés; nous ne ferions que répéter ce que
nous avons dit pour la solution de la méme question re-
lativement aux coniques sphériques (57).

5° Faisons remarquer, en terminant ce Mémoire, que
le théoréme (2°), qui sert i construire les tangentes d’une
conique, donne lieu, en vertu de notre mode de transfor-
mation des relations métriques , 4 un autre théoréme pro-
pre  la construction des coniques par points, et qui pour-
rait, pour cet usage, remplacer le théoréme de Newton.

Ce nouveau théoréme peut étre énoncé ainsi :

« Si deux angles, qui interceptent sur un axe fixe des
» segmens de grandeur constante, pivotent autour de deux
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» points fixes, comme somrmets, de maniére que deux de
» leurs cOtés se coupent toujours sur une droite donnée,
» le point de concours de leurs deux autres cdtés engen-
v drera une conique qui passera par les deux points fixes. »

On peut faire de ce théoréme le méme usage que Maclau-
rin a fait de celui de Newton , dans sa Géomeétrie organique.

6° Nous devons ajouter, pour compléter ce chapitre sur
la construction organique des coniques, que le théoréme de
Newton donne lieu aussi 4 un théoréme sur la construc-
tion des tangentes des coniques par le mouvement de deux
angles de grandeur constante. On obtient ce théoréme par
une transformation polaire, en prenant un cercle pour co-
nique auxiliaire , ainsi que M. Poncelet I'a indiqué dans son
Meémoire sur la théorie des polaires réciproques ; on peut
Ténoncer ainsi :

« Si, autour d’'un point fixe, comme sommet, on fait
» tourner deux angles de grandeur constante, de maniére
» que les points oit deux de leurs cOtés rencontrent respec-
tivement deux droites données soient toujours en ligne
droite avec un point donné, la droite qui joindra les points
» ot les deux autres c6tés rencontreront respectivement les
» deux mémes droites enveloppera une conique qui sera
tangente a ces deux droites. »

tl
L
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FIN.

(Mémoire extrait du VI* volume des Memoires de I Académie
de Bruxelles.)
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